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λ ΛK ΛI

ΛI

(M− >β N & M ∈ ∞β ) =⇒ N ∈ ∞β ,

ΛI M N

M ∈ wnβ =⇒ M ∈ snβ ,

ΛI M

M
M ∈ wnβ ∩ snβ = snβ M �∈ ∞β

M �∈ wnβ ∪ snβ = wnβ M ∈ ∞β

M− >β N N ∈ ∞β M ∈ wnβ

ΛI β
M M

M0 M1 M2 · · · Mn ∈ nfβ

−>β −>β −>β −>β

−>β −>β −>β −>β

M1, . . . ,Mn ΛI ΛI β
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ΛI

ΛI

λ

ΛK

ΛK λ α
I ≡ λx.x ω ≡ λx.x x

Ω ≡ ω ω ≡ α

M ⊆ N M N fv(M)
M ΛI λ

λx.P x ∈ fv(P ) C
��
� C[M ] C

M M
θ

dom θ θ V
θ|V V θ

θ\V θ|x θ\x V = {x} θφ
θ φ σ

σ = {x := Pφ | x := P ∈ θ} ∪ {x := P | x := P ∈ φ\dom θ}

M θ M



M ⊆ θ ⇐⇒M ⊆ N x := N ∈ θ

M,N ∈ ΛK

θ N ⊆Mθ N �⊆ θ

N ≡ λx.P N ′ ≡ λy.P ′ ⊆M N ≡ N ′θ
N ≡ P Q N ′ ≡ P ′ Q′ ⊆M N ≡ N ′θ

R L L
R − >R

�R �+
R

=R

�R

L

R L

M0− >R M1− >R · · ·

R M0 M0 R
Mn

n

∞R = {M ∈ L |M R }
nfR = {M ∈ L |M R }
snR = {M ∈ L |M R }
wnR = {M ∈ L |M R N ∈ nfR }
unR = {M ∈ L |M ∈ wnR ⇒M ∈ snR}

conR = {M ∈ L | ∀N :M− >R N &M ∈ ∞R ⇒ N ∈ ∞R}

∞R R nfR

R snR

R wnR

R unR R
conR

R



R F : L → L M− >R F (M)
M ∈ L \ nfR F (M) ≡M M ∈ nfR

unR

M ∈ snR

M �∈ ∞R ΛK

β

(λx.P )Q βλ P{x := Q} .

λx.P (λx.P )Q
λx.P βλ (λx.P )Q I I

x ∈ fv(P ) K K
x �∈ fv(P ) K P K P Q

λ βλ

R L

unR ⊆ conR

L′ L L′ R L′ ⊆ conR

L′ ⊆ unR

→ ≡

∆ ∆ ∆′ C
C

(C[∆]− >β C[∆′] & C[∆] ∈ ∞β) =⇒ C[∆′] ∈ ∞β .

∆ ≡ I I ∆ ≡ K Ω I ∆ ≡ K I Ω



x ((λy.z) Ω) Ω
(λy.z) Ω

C ≡ ��
� C[(λy.z) Ω] ∈ ∞β C[z] �∈ ∞β

I ΛK

C ΛK ∆ I ∆′

C[∆] ∈ ∞β =⇒ C[∆′] ∈ ∞β .

ΛK ΛK I K
K A B A B

ΛK

λ

I
K K K A B B



K
K A B

B C
B A

A B
B A
θ A B

P,Q ∈ ΛK P
Q P �∞,β Q θ

Qθ ∈ ∞β =⇒ Pθ ∈ ∞β .

K K A B A �∞,β B

Pθ ∈ ∞β P
θ

K A B
K A B

�∞,β �sn
∞,β

θ sn
K A B

A �sn
∞,β B

K A B ≡ K x y.

sn θ Aθ ∈ ∞β ⇐ Bθ ∈ ∞β y
sn Bθ �∈ ∞β

A ��∞,β B θ = {y := Ω}
K K A B fv(A) = fv(B)

sn
θ = {x := u u} θ′ = {u := ω}

sn θ θ′ = {u := ω, x := ω ω}
Ω ∈ ∞β



K
∆ ≡ K A B

C C[∆]
∆ λ

ΛK λ λ

x ∈ ΛK x

P ∈ ΛK =⇒ λx.P ∈ ΛK

P,Q ∈ ΛK =⇒ P Q ∈ ΛK

P,Q ∈ ΛK =⇒ (λx.P )Q ∈ ΛK

(λx.P )Q
λ∗ λ∗ ::= λ | λ
β β ΛK

(λx.P )Q β P{x := Q}
(λx.P )Q β P{x := Q}

P,Q ∈ ΛK

β∗ β∗ = β ∪ β

ΛK ΛK β ΛK

β∗

ΛK ΛK

ϕ

ΛK M
ϕ(M) ∈ ΛK M

ϕ(x) ≡ x
ϕ(λx.P ) ≡ λx.ϕ(P )

ϕ(P Q) ≡ ϕ(P ) ϕ(Q)

ϕ((λx.P )Q) ≡ ϕ(P ){x := ϕ(Q)}



β
β

M,N ∈ ΛK

ϕ(M{x := N}) ≡ ϕ(M){x := ϕ(N)}

S ∞β∗ F ∗ β∗

S F ∗ L ∈ S F ∗(L) ∈ S
L ∈ S L− >β F

∗(L) ϕ(L) �+
β ϕ(F ∗(L))

M ΛK M ≡ C[(λx.P )Q]
C ΛK P Q

M ∈ S C[P{x := Q}]

S
F ∗

M
S

S

S F ∗

Λ
K
good

K
β∗ F ∗

F ∗ S = ∞β∗ ∩ Λ
K
good

Λ
K
good

ΛK ΛK (λx.P )Q ⊆
M x �∈ fv(P ) M ∈ ΛK

ΛK ΛK K
K

ΛK ΛK



M ∈ ΛK K A B ⊆M
K A B Λ

K
good ΛK {M ∈ ΛK |M }

Λ
K
good β∗

M Λ
K
good N ΛK M− >β∗ N

N ∈ Λ
K
good

(λz.A)B ⊆ N

z �∈ fv(A) A �∞,β∗ B . ∗

(λz.A)B ⊆M
M− >β∗ N ∗

(λ∗x.P )Q− >β∗ P{x := Q}
(λz.A)B ⊆ Q ∗ (λz.A)B ⊆ Q ⊆M

(λz.A′)B′ ⊆ P (λz.A)B ≡ ((λz.A′)B′){x := Q}
(λz.A′)B′ ⊆ P ⊆M z �∈ A′ z �∈ A

A′φ ∈ ∞β∗ ⇐ B′φ ∈ ∞β∗

φ θ
φ = {x := Q}θ

Bθ ≡ B′φ ∈ ∞β∗ =⇒ A′φ ∈ ∞β∗ ≡ Aθ .

x B ⊆ P Q ≡ λx.A
M ∈ Λ

K
good Q

λ∗x.P− >β∗ λ∗x.P ′ P− >β∗ P ′ (λz.A)B ⊆ λ∗x.P ′

(λz.A)B ⊆ P ′

∗ (λz.A)B
P Q− >β∗ P ′ Q Q P− >β∗ Q P ′ P− >β∗ P ′

λx.A
(λz.A)B ⊆ P ′ Q (λz.A)B ⊆ P ′ (λz.A)B ⊆ Q
∗

∗ Q ⊆M

Λ
K
good

− >β∗

F ∗
2



F ∗ : ∞β∗ → ΛK

F ∗(x P1 . . . Pm . . . Pn) ≡ x P1 . . . Pm−1 F
∗(Pm) Pm+1 . . . Pn

Pm ∈ ∞β∗ Pi ∈ snβ∗ i < m

F ∗(λx.P ) ≡ λx.F ∗(P )

F ∗((λ∗x.P0) P1 . . . Pn) ≡ P0{x := P1} P2 . . . Pn

P0, P1 ∈ snβ∗

F ∗((λ∗x.P0) P1 . . . Pn) ≡ (λ∗x.P0) F
∗(P1) P2 . . . Pn

P0 ∈ snβ∗ P1 ∈ ∞β∗

F ∗((λ∗x.P0) P1 . . . Pn) ≡ (λ∗x.F ∗(P0)) P1 . . . Pn

P0 ∈ ∞β∗

n ≥ 1 m ≤ n

F ∗

ΛK

F ∗

β∗ ΛK F ∗

M ΛK M− >β∗ F ∗(M) F ∗(M)

M F ∗(M)

Λ
K
good ∩∞β∗ ΛK

F ∗

M Λ
K
good ∩∞β∗

M− >β F
∗(M) =⇒ ϕ(M) �+

β ϕ(F ∗(M)) .

M− >β F
∗(M) . ∗

M

M ≡ x P1 . . . Pm . . . Pn n ≥ 1 Pm ∈ ∞β∗ Pi ∈ snβ∗

i < m ≤ n



M ≡ λx.P n ≥ 1
M ≡ (λx.P0) P1 . . . Pn

ϕ(M) ≡ (λx.ϕ(P0)) ϕ(P1) . . . ϕ(Pn) .

P0, P1 ∈ snβ∗

P0, P1 ∈ snβ∗

F ∗(M) ≡ P0{x := P1} P2 . . . Pn

ϕ(F ∗(M)) ≡ ϕ(P0{x := P1}) ϕ(P2) . . . ϕ(Pn) .

ϕ(M) ≡ (λx.ϕ(P0)) ϕ(P1) ϕ(P2) . . . ϕ(Pn)

− >β ϕ(P0){x := ϕ(P1)} ϕ(P2) . . . ϕ(Pn)

= ϕ(P0{x := P1}) ϕ(P2) . . . ϕ(Pn)

≡ ϕ(F ∗(M))

P0 ∈ ∞β∗ P0 ∈ snβ∗ P1 ∈ ∞β∗

M ≡ (λx.P0) P1 . . . Pn n ≥ 1

ϕ(M) ≡ ϕ(P0){x := ϕ(P1)} ϕ(P2) . . . ϕ(Pn) .

P0, P1 ∈ snβ∗ ∗
M ≡ (λx.P0) P1 . . . Pn− >β P0{x := P1} P2 . . . Pn ≡ F ∗(M) ,

(λx.P0) P1− >β P0{x := P1}
β

P0 ∈ snβ∗ P1 ∈ ∞β∗ M ∈ Λ
K
good

M ∈ Λ
K
good

(λx.P0) P1 K P0 �∞,β∗ P1

∅ P0∅ ∈
snβ∗ P1∅ ∈ ∞β∗

P0 ∈ ∞β∗

F ∗(M) ≡ (λx.F ∗(P0)) P1 . . . Pn

ϕ(F ∗(M)) ≡ ϕ(F ∗(P0)){x := ϕ(P1)} ϕ(P2) . . . ϕ(Pn) .



∗ P0− >β F
∗(P0)

ϕ(P0) �+
β ϕ(F ∗(P0))

ϕ(M) ≡ ϕ(P0){x := ϕ(P1)} ϕ(P2) . . . ϕ(Pn)

�+
β ϕ(F ∗(P0)){x := ϕ(P1)} ϕ(P2) . . . ϕ(Pn)

≡ ϕ(F ∗(M))

ϕ(P0) �+
β ϕ(F ∗(P0))

ϕ(P0)θ �+
β ϕ(F ∗(P0))θ θ

M− >β F
∗(M) =⇒ ϕ(M) �+

β ϕ(F ∗(M)) .

K A B
C C[K A B] ∈ ∞β C[A] ∈ ∞β

C C[K A B] ∈ ∞β

S = Λ
K
good ∩∞β∗

ΛK

M M ∈ wnβ

M ∈ snβ

ΛK ΛI ΛI

β
β

β
β

ΛK

β

(λy.K x y) Ω − >β K x Ω .



λy.K x y Ω I
sn y K x y

K x Ω K x Ω ∈ ∞β

x �∈ ∞β

λ

ΛK

λ

K

K

((λx.K x) I) Ω− >β K I Ω .

I
K

K
K K K x

K

ΛK K

K
K

(λx.P )Q

M N ΛK M− >β N M
M ∈ ∞β N ∈ ∞β

C M ≡ C[(λx.P )Q]− >β C[P{x := Q}] ≡
N (λx.P )Q I



(λx.P )Q K

K

λx λy

λx.x (λy.K I I) (I I) .

K
K

Λexp
full K ΛK

x ∈ Λexp
full

P ∈ Λexp
full & x ∈ fv(P ) =⇒ λx.P ∈ Λexp

full

P,Q ∈ Λexp
full =⇒ K P Q ∈ Λexp

full

P,Q ∈ Λexp
full =⇒ P Q ∈ Λexp

full

x
Λexp K K

ΛK

P1, . . . , Pn ∈ Λexp =⇒ x P1 . . . Pn ∈ Λexp

P ∈ Λexp =⇒ λx.P ∈ Λexp

P,Q,R1, . . . , Rn ∈ Λexp
full =⇒ (λx.P )QR1 . . . Rn ∈ Λexp

x n ≥ 0

K (K (λx.x) (λy.y)) K K
K (K (λx.x)) (λy.y)

K K
K



K K

(λx.P )QR P{x := Q}R
P Q
R R

M ∈ ΛK K M ∈ unβ

K

(λy.K x y) Ω − >β K x Ω .

K
sn K

ΛK β

Λexp
good �M · · ·

Λexp
good � F (M) · · ·

Λexp
good � F 2(M) · · ·

nfβ ∩ Λexp
good � F n(M) · · ·

−>β

−>β

−>β

−>β

−>β

−>β

−>β

−>β

Λexp
good K F

M ∈ wnβ F M
M ∈

Λexp
good F

Λexp
good ⊆ ΛK F

M ∈ wnβ M ∈ ∞β F n(M)
n M ∈ unβ



Fl ΛK

M ∈ ΛK \ nfβ M

Fl(x P1 . . . Pn) ≡ x P1 . . . Pm−1 Fl(Pm) Pm+1 . . . Pn

Pi ∈ nfβ i < m Pm �∈ nfβ

Fl(λx.P ) ≡ λx.Fl(P )

Fl((λx.P0) P1 P2 . . . Pn) ≡ P0{x := P1} P2 . . . Pn.

n ≥ 1 m ≤ n M ∈ nfβ Fl(M) ≡M

M− >β Fl(M) − >β

K K
K

M ΛK M ∈ Λexp
full M ∈ Λexp

M ∈ Λexp
full K

M ≡ x Q1 . . . Qn

M ≡ (λx.P )Q1 . . . Qn

n ≥ 0 Q,P1, . . . Pn ∈ Λexp
full

M

K
K
K K

K

M N ΛK M,N ∈ Λexp
full

M{x := N} ∈ Λexp
full

M



K
K x y K z K (K x y){y := K z} ≡

K x (K z)
Λexp

good Fl

M K ΛK Fl(M) K

K β
(λz.λx.K z x) I K (λz.λx.z) I ≡ (λz.K z) I

3

M ∈ Λexp Fl(M) ∈ Λexp

M ∈ nfβ Fl(M) ≡ M ∈ Λexp

M �∈ nfβ M

M ≡ x P1 . . . Pn n ≥ 1 m ≤ n Pm �∈ nfβ

Pi ∈ nfβ i < m Fl(M) ≡ x P1 . . . Pm−1 Fl(Pm) Pm+1 . . . Pn

M ∈ Λexp Pj ∈ Λexp j
1 ≤ j ≤ n Fl(Pm) ∈ Λexp

Fl(M) ∈ Λexp

M ≡ λx.P
M ≡ (λx.P0) P1 . . . Pn n ≥ 1 Fl(M) ≡ P0{x := P1} P2 . . . Pn

M ∈ Λexp Pi ∈ Λexp
full i

0 ≤ i ≤ n P0{x := P1} ∈ Λexp
full

Fl(M) ∈ Λexp
full Fl(M) ∈ Λexp

K

M ∈ ΛK K Fl(M)

M ∈ Λexp
good Fl(M)

M ∈ nfβ Fl(M) ≡M
M �∈ nfβ M

3 Λexp
good K

β
fv(P ) = fv(Q)

K K P Q β
K



M ≡ x P1 . . . Pn n ≥ 1 m ≤ n Pm �∈ nfβ

Pi ∈ nfβ i < m Fl(M) ≡ x P1 . . . Pm−1 Fl(Pm) Pm+1 . . . Pn

K ∆ ≡ K S T ⊆ Fl(M)
∆ ⊆ Pi i i �= m ∆ ⊆ Pi ⊆ M ∆

∆ ⊆ Fl(Pm) Fl(Pm)
∆

K Fl(M) Fl(M)
M ≡ λx.P
M ≡ (λx.P0) P1 . . . Pn n ≥ 1 Fl(M) ≡ P0{x := P1} P2 . . . Pn

M ∈ Λexp Pi ∈ Λexp
full i

0 ≤ i ≤ n ∆ ≡ K S T ⊆ Fl(M)

∆ ⊆ P0{x := P1} ∆ �⊆ P1 S �∞,β T

∆′ ≡ K S ′ T ′ ⊆ P0 ∆′{x := P1} ≡ ∆ M
S ′ �∞,β T

′ θ

∞β � Sθ ≡ (S ′{x := P1})θ ⇐= (T ′{x := P1})θ ≡ Tθ ∈ ∞β

∆
x T ′ ⊆ P0 P1 ≡ K S T ≡ T ′{x := P1}

P1 ≡ K S ∈ Λexp
full

∆ ⊆ Pi i i ≥ 1 ∆ ⊆M ∆
∆ ≡ (P0{x := P1}) P2 ≡ (λy.Q) P2

∆ K ∆ K
KQ P2 P0 ≡ KQ′ Q ≡ Q′{x := P1} P0 ≡ x

P1 ≡ KQ P0 ∈ Λexp
full P1 ∈ Λexp

full

K Fl(M) Fl(M)

K

K P Q− >β K P ′ Q
P− >β P

′ P
K

P �∞,β Q & P− >β P
′ =⇒ P ′ �∞,β Q .

K



M ∈ ΛK K
M ∈ wnβ Fl(M)

M− >β Fl(M)− >β F
2
l (M)− >β · · · − >β F

n
l (M) ∈ nfβ

n ∈ N

M ∈ snβ

M ∈ ∞β i ≥ 0
F i

l (M) K F n
l (M) ∈ ∞β

F n
l (M) ∈ nfβ M ∈ snβ

Λ〈〉

λ 〈M,M ′〉
πi(M)

λ
case

β
π1(〈x,Ω〉) (λx.〈λy.y, z〉) Ω

π1(〈x,Ω〉)− >β x

(λx.〈I, z〉) Ω− >β 〈I, z〉
Ω β

Λ
[]
〈〉 Λ〈〉

ι : Λ〈〉 → Λ
[]
〈〉 Λ〈〉 M

ι(M)
M Λ〈〉

Λ
[]
〈〉



•
β

ι •

M ∈ Λ〈〉
ι(M)

ι(M) ∈ wnβ M ∈
snβ

ι(M) ∈ wnβ =⇒ ι(M) ∈ snβ =⇒ ι(M) ∈ snβπ =⇒M ∈ snβ

π β Λ〈〉
ΛI

Λ〈〉

λ

Λ〈〉 λ 〈M,M〉
πi(M)

Λ〈〉 �M ::= x | λx.M |M M | 〈M,M〉 | π1(M) | π2(M)

i = 1, 2 x
Λ〈〉

(λx.P )Q βλ P{x := Q}
πi(〈P1, P2〉) β〈〉 Pi

P,Q, P1, P2 ∈ Λ〈〉
β β = βλ ∪ β〈〉



βλ β〈〉 4

λ
Λ〈〉 〈P,Q〉R

πi(λx.P )

Λ〈〉

L〈〉 Λ〈〉

L〈〉 � τ ::= α | (τ → τ ′) | (τ × τ ′) | ⊥

α
→

¬φ ≡ φ→ ⊥

Γ〈〉
Γ ∈ Γ〈〉 dom Γ |Γ|

x : τ {x : τ} Γ,∆
Γ∪∆ dom Γ∩ dom ∆ = ∅
" ⊆ Γ〈〉 × Λ〈〉 × L〈〉 Λ〈〉

Γ, x : τ " x : τ

Γ, x : τ " P : σ

Γ " λx.P : τ → σ
→I

Γ " P : τ → σ Γ " Q : τ

Γ " P Q : σ
→E

Γ " P : τ Γ " Q : σ

Γ " 〈P,Q〉 : τ × σ ×I
Γ " P : τ1 × τ2
Γ " πi(P ) : τi

×E

β
Γ "M : τ M− >β N Γ " N : τ

ΛI Λ〈〉

4

λ



ΛI
〈〉 Λ〈〉

λx.P ⊆M ⇒ x ∈ fv(P )
〈P,Q〉 ⊆M ⇒ fv(P ) = fv(Q)

ΛI
〈〉 β ΛI

〈〉
(λx.π1(〈x, x x〉)) ω

(λx.π1(〈x, x x〉)) ω− >βλ
π1(〈ω,Ω〉)− >β〈〉 ω

(λx.π1(〈x, x x〉)) ω− >βλ
π1(〈ω,Ω〉)− >βλ

π1(〈ω,Ω〉)− >βλ
· · · .

β〈〉 βλ β〈〉
ΛI

Q (λx.P )Q
ΛI β〈〉

(λx.π1(〈x, x x〉)) ω− >β (λx.x) ω− >β ω

x x ∈ nfβ (x x){x := ω} ∈ ∞β

βλ (λx.P )Q P Q
P{x := Q}

ι Λ
[]
〈〉 Λ〈〉

Λ
[]
〈〉



Λ
[]
〈〉 Λ

[]
〈〉

Λ〈〉

Λ
[]
〈〉 �M ::= x | λx.M |M M | 〈M,M〉 | π1(M) | π2(M) | [M |M ]

M ∈ Λ〈〉 M ′ ∈ Λ
[]
〈〉

M ′

ι
β

ι : Λ〈〉 → Λ
[]
〈〉

M ∈ Λ〈〉

ι(x) ≡ x
ι(λx.P ) ≡ λx.[ι(P ) | x]
ι(P Q) ≡ ι(P ) ι(Q)

ι(〈P,Q〉) ≡ 〈[ι(P ) | ι(Q)], [ι(Q) | ι(P )]〉
ι(πi(P )) ≡ πi(ι(P ))

β

ι((λx.P )Q) ≡ (λx.[P ′ | x])Q′ −− >βλ
[P ′{x := Q′} | Q′]

ι(π1(〈P,Q〉)) ≡ π1(〈[P ′ | Q′], [Q′ | P ′]〉) −− >β〈〉 [P ′ | Q′]

ι(π2(〈P,Q〉)) ≡ π2(〈[P ′ | Q′], [Q′ | P ′]〉) −− >β〈〉 [Q′ | P ′]

β Λ〈〉 M

π1((λx.〈x, x x〉) ω) y

π1((λx.〈x, x x〉) ω) y

− >βλ
π1(〈ω,Ω〉) y

− >β〈〉 ω y

− >βλ
y y .



ι βλ

βλ

π1((λx.[〈[x | x x], [x x | x]〉 | x]) λz.[z z | z]) y
− >βλ

π1([〈[Z | Z Z], [Z Z | Z]〉 | Z]) y

Z ≡ λz.[z z | z] β〈〉

βλ Z Z− >βλ
[Z Z | Z]

π

κ

Λ
[]
〈〉 β

Λ〈〉 Λ
[]
〈〉

[P | Q]R πλ [P R | Q]

πi([P | Q]) π〈〉 [πi(P ) | Q]

[P | Q] κ P

P Q R Λ
[]
〈〉 π π = πλ∪π〈〉

· · · →π〈〉 [π1(〈[Z | Z Z], [Z Z | Z]〉) | Z] y

− >β〈〉 [[Z | Z Z] | Z] y

�2
πλ

[[Z y | Z Z] | Z]

− >βλ
[[[y y | y] | Z Z] | Z]

β π β

κ

· · · − >κ [[y y | y] | Z Z] − >κ [y y | y] − >κ y y .

Λ
[]
〈〉 Λ〈〉 M ∈ Λ

[]
〈〉

Λ〈〉 β∪π



β

Y
• :

Λ
[]
〈〉 → Λ〈〉 M ∈ Λ

[]
〈〉

x ≡ λk.x k
λx.P ≡ λk.k λx.P
〈P,Q〉 ≡ λk.k 〈P ,Q〉
P Q ≡ λk.P λm.m Q k
πi(P ) ≡ λk.P λm.πi(m) k

[P | Q] ≡ λk.y (P k)Q

y ∈ Y M
k m

y
P Q

[P | Q] P Q y
P Q

y

ι • ι(•)
Λ〈〉 Λ〈〉 M ∈ Λ〈〉 5

ι(x) ≡ λk.x k
ι(λx.P ) ≡ λk.k λx.λl.y (ι(P ) l)λm.x m

ι(〈P,Q〉) ≡ λk.k 〈λl′.y′ (ι(P ) l′) ι(Q), λl′′.y′′ (ι(Q) l′′) ι(P )〉
ι(P Q) ≡ λk.ι(P ) λm.m ι(Q) k

ι(πi(P )) ≡ λk.ι(P ) λm.πi(m) k

5 l l′ l′′ m



y y′ y′′ k l l′ l′′

ι(M) ∈ wnβ ⇒M ∈ snβ

Λ〈〉 Λ
[]
〈〉

Λ〈〉
Λ

[]
〈〉

ι(M)
[•]

[•], [•]′ : L〈〉 → L〈〉

τ ∈ L〈〉

[τ ] ≡ ¬¬[τ ]′

[⊥]′ ≡ ⊥
[α]′ ≡ α

[τ → σ]′ ≡ [τ ] → [σ]

[τ × σ]′ ≡ [τ ]× [σ]

[•] Γ ∈ Γ〈〉 [Γ] = {x : [τ ] | x : τ ∈ Γ}

M ∈ Λ〈〉 τ ∈ L〈〉 Γ ∈ Γ〈〉
Γ "M : τ

∆, [Γ] " ι(M) : [τ ]

∆ ∈ Γ〈〉 dom ∆ = fv(ι(M)) \ fv(M)

Γ " M : τ
∆ y

M ∈ Λ〈〉 ι(M) ∈ Λ〈〉

•



M− >π N M →β N M =β N
[P | Q]R− >π [P R | Q]

[P | Q]R ≡ λk.(λl.y (P l)Q) λm.m R k

[P R | Q] ≡ λk.y ((λl.P (λm.m R l)) k)Q.

λk.y (P (λm.m R k))Q.

[P | Q]R =β [P R | Q] [P | Q]R− >β [P R | Q]
• M− >βπ N

M �β N
M �β M •
• • : •

Y

• : Λ
[]
〈〉 → Λ〈〉 • : • : Λ

[]
〈〉 × Λ〈〉 −→ Λ〈〉

M ∈ Λ
[]
〈〉

M ≡ λm.(M : m)

x :K ≡ x K

(λx.P ) :K ≡ K (λx.P )

〈P,Q〉 :K ≡ K 〈P ,Q〉
(P Q) :K ≡ P : (λm.m QK)

πi(P ) :K ≡ P : (λm.πi(m)K)

[P | Q] :K ≡ y (P :K)Q

y ∈ Y y M
m

•
P Q ≡ (λk.P ′)Q

P ′{k := Q}
k • :•

K k



Λ〈〉

ι(•)
Λ〈〉 ι(M) ∈ wnβ ⇒ ι(M) ∈ snβ

Λ〈〉

ΛI
〈〉 βλ

β〈〉
P Q β〈〉

Y

Y
Y θ Y y ∈ Y

yθ ≡ y

Y Y

Y
Y

Y 〈P,Q〉 ∈ Λ〈〉 Y
Y θ

Pθ ∈ ∞β ⇐⇒ Qθ ∈ ∞β .

Y

Λ〈〉

Y

Λ〈〉
β



El Λ〈〉

E ::= ��
� | E P | πi(E)

P Λ〈〉

Λ〈〉

M ∈ Λ〈〉
E ∈ El

R ∈ Λ〈〉 E[R] ≡ M

R ≡ x
R ≡ λx.P E ≡ ��
�
R ≡ 〈P,Q〉 E ≡ ��
�
R ≡ (λx.P )Q
R ≡ πi(〈P,Q〉)

P Q Λ〈〉

M ∈ Λ〈〉
rel(M) M

rel(x) = ∅
rel(E[x] P ) = rel(E[x]) ∪ rel(P )

rel(πi(E[x])) = rel(E[x])

rel(λx.P ) = rel(P )

rel(〈P,Q〉) = rel(P ) ∪ rel(Q)

rel(E[(λx.P )Q]) = {〈S, T 〉 | 〈S, T 〉 ⊆ E[(λx.P )Q]}
rel(E[πi(〈P,Q〉)]) = {〈S, T 〉 | 〈S, T 〉 ⊆ E[πi(〈P,Q〉)]}

M M

R ≡ x



Y M ∈ Λ〈〉 Y
Y

Y Y
Y
Λ〈〉

M ∈ Λ〈〉
Fl M

Fl(x) ≡ x

Fl(E[x] P ) ≡


Fl(E[x]) P E[x] �∈ nfβ

E[x] Fl(P )

Fl(πi(E[x])) ≡ πi(Fl(E[x]))

Fl(λx.P ) ≡ λx.Fl(P )

Fl(〈P,Q〉) ≡


〈Fl(P ), Q〉 P �∈ nfβ

〈P, Fl(Q)〉
Fl(E[(λx.P )Q]) ≡ E[P{x := Q}]
Fl(E[πi(〈P1, P2〉)]) ≡ E[Pi]

Fl

M Fl(M)
Fl

λ

6

Fl

ΛI
〈〉

Fl

6 Fl 〈P,Q〉
Q P �∈ wnβ

Fl

Fl

Fl



M ΛI
〈〉 N Λ〈〉 M− >β

N N ΛI
〈〉

M− >β N

M ∈ Λ〈〉 M Y Fl(M)
Y

M Y Λ〈〉
M Fl(M) Y

M ≡ E[x]

E ≡ ��
� rel(Fl(x)) = rel(x) ≡ ∅
E ≡ E ′P
E ≡ πi(E

′)

M ≡ 〈P,Q〉 P �∈ nfβ Fl(M) ≡ 〈Fl(P ), Q〉
rel(Fl(M)) = rel(Fl(P ))∪ rel(Q) rel(M) = rel(P )∪ rel(Q)

rel(Q) Y M Y
Fl(P ) Y rel(Fl(M)) Y

Fl(M) Y

P ∈ nfβ Fl(M) ≡ 〈P, Fl(Q)〉
Fl(M) Y

M ≡ λx.P
M ≡ E[(λx.P )Q] M Y Y

E[(λx.P )Q]
M Y

〈S, T 〉 ⊆ Fl(M) ≡ E[P{x := Q}]

〈S, T 〉 ⊆ Q 〈S, T 〉 ⊆ E 〈S, T 〉 ⊆ M
Y
〈S, T 〉 ⊆ P{x := Q} 〈S, T 〉 �⊆ Q

〈S ′, T ′〉 ⊆ P 〈S ′, T ′〉{x := Q} ≡ 〈S, T 〉
θ Y
x �∈ Y {x := Q}θ Y

〈S ′, T ′〉 Y

∞β � Sθ ≡ S ′{x := Q}θ ⇐⇒ T ′{x := Q}θ = Tθ ∈ ∞β

〈S, T 〉 Y
E[P{x := Q}] Y

E[P{x := Q}] Y
M ≡ E[πi(〈P1, P2〉)] M Y
Y E[πi(〈P1, P2〉)]

M Y



〈S, T 〉 ⊆ Fl(M) ≡ E[Pi] 〈S, T 〉 ⊆ Pi

〈S, T 〉 ⊆ E 〈S, T 〉 ⊆ M Y
E[πi(〈P1, P2〉)]

Y Y

Y
Fl

〈P,Q〉 7 Fl

M ∈ ΛI
〈〉 Y M ∈ ∞β

Fl(M) ∈ ∞β

M
M Fl(M)

M ≡ E[x]
E ≡ ��
� x ∈ nfβ x ∈ ∞β

E ≡ E ′ P E ′[x] �β λx.S
M ∈ ∞β

E ′[x] ∈ ∞β Fl(M) ≡ Fl(E
′[x]) P

Fl(E
′[x]) ∈ ∞β Fl(M) ∈ ∞β

P ∈ ∞β E ′[x] �∈ nfβ Fl(M) ≡ Fl(E
′[x]) P

Fl(M) ∈ ∞β

E ′[x] ∈ nfβ Fl(M) ≡ E ′[x] Fl(P )
Fl(P ) ∈ ∞β Fl(M) ∈ ∞β

E ≡ πi(E
′) E ′[x] �β 〈S1, S2〉

M ∈ ∞β E ′[x] ∈ ∞β

Fl(E
′[x]) ∈ ∞β Fl(M) ≡ πi(Fl(E

′[x])) ∈ ∞β

M ≡ λx.P λx.P ∈ ∞β P ∈ ∞β

Fl(P ) ∈ ∞β Fl(M) ≡ λx.Fl(P ) ∈ ∞β

M ≡ 〈P,Q〉
M ≡ E[(λx.P )Q] Fl(M) ≡ E[P{x := Q}]

E[(λx.P )Q] ∈ ∞β

Q ∈ ∞β M ∈ ΛI
〈〉 x ∈ fv(P ) Q ⊆ E[P{x := Q}]

Fl(M) ∈ ∞β

7 Y βλ

Y ΛI
〈〉

K



λx.P ∈ ∞β P ∈ ∞β P{x := Q} ∈ ∞β

Fl(M) ∈ ∞β

E ∈ ∞β Fl(M) ≡ E[P{x := Q}] ∈ ∞β

E[(λx.P )Q] �β E
′[(λx.P ′)Q′]− >β E

′[P ′{x := Q′}] ∈ ∞β

E �β E
′ P �β P

′ Q �β Q
′

Fl(M) ≡ E[P{x := Q}] �β E
′[P{x := Q}]

�β E
′[P ′{x := Q}]

�β E
′[P ′{x := Q′}] ∈ ∞β

M ≡ E[πi(〈P1, P2〉)] Fl(M) ≡ E[Pi]
M ∈ ∞β

Pi ∈ ∞β E ∈ ∞β Fl(M) ∈ ∞β

Pj ∈ ∞β j �= i 〈P1, P2〉 M
∅ Y

Pj∅ ∈ ∞β ⇐⇒ Pi∅ ∈ ∞β Pi ∈ ∞β

E[πi(〈P1, P2〉)] �β E
′[πi(〈P ′

1, P
′
2〉)]− >β E

′[P ′
i ] ∈ ∞β E �β

E ′ Pj �β P
′
j j = 1, 2

E[Pi] �β E
′[Pi]

�β E
′[P ′

i ] ∈ ∞β

Fl

M Y M ∈ ΛI
〈〉

Y

M ∈ ΛI
〈〉

M ∈ ΛI
〈〉 Y M ∈ unβ

M ∈ wnβ ⇒M ∈ snβ M ∈ wnβ

Fl

M− >β Fl(M)− >β F
2
l (M)− >β · · · − >β F

n
l (M) ∈ nfβ

M ∈ snβ M ∈ ∞β

M F i
l (M)

n



F i
l (M) Y ΛI

〈〉 F i
l (M) ∈ ∞β

F n
l (M) ∈ ∞β F n

l (M) ∈ nfβ

M �∈ ∞β M ∈ unβ

ι(M) ∈ wnβ =⇒ ι(M) ∈ snβ

ι(•)
ι(M)

M ∈ Λ〈〉
ι(•) Λ〈〉 Y ΛI

〈〉

M ∈ Λ〈〉 ι(M) ∈ ΛI
〈〉

M

M ∈ Λ〈〉 ι(M) Y
Y •

M ι(M)
ι(M)

〈S, T 〉 ⊆ ι(M) Y Y •
M 〈S, T 〉 ⊆ ι(M)

Y

M ≡ x ι(M) ≡ λk.x k 〈S1, S2〉 ⊆ ι(M)
M ≡ P Q M ≡ λx.P M ≡ πi(P )

M ≡ P Q ι(M) ≡ λk.ι(P ) λm.m ι(Q) k
〈S, T 〉 ⊆ ι(M) 〈S, T 〉 ⊆ ι(P ) 〈S, T 〉 ⊆ ι(Q)

〈S, T 〉 Y

M ≡ 〈P1, P2〉 ι(M) ≡ λk.k 〈R1, R2〉
Ri ≡ λl(i).y(i) (ι(Pi) l

(i)) ι(Pj) j = i+1 mod 2
〈S, T 〉 ⊆ ι(M)

〈S, T 〉 ⊆ ι(Pi) i = 1, 2 〈S, T 〉 Y

〈S, T 〉 ≡ 〈R1, R2〉 R1θ ∈ ∞β ⇐⇒ R2θ ∈ ∞β

Y θ Y θ
Riθ ≡ λl(i).y(i) (ι(Pi)θ l

(i)) ι(Pj)θ j = i+ 1 mod 2
R1θ ∈ ∞β R2θ ∈ ∞β



ι(Pi)θ ∈ ∞β i = 1, 2 R2θ ∈ ∞β

ι(P1)θ l
(1) ∈ ∞β ι(P1) ≡ λk′.P ′

P ′ ι(P1)θ ≡ λk′.P ′θ (ι(P1)θ) l
(1)

P ′θ P ′θ ∈ ∞β ι(P )θ ∈
∞β R2θ ∈ ∞β

R1θ ∈ ∞β R2θ ∈ ∞β R2θ ∈ ∞β

R1θ ∈ ∞β R1 R2

ι(M) Y

M ∈ Λ〈〉 ι(M) ∈ unβ

ι(M) ∈ snβ =⇒ ι(M) ∈ snβπ

Λ〈〉

ι(M) ∈ snβ =⇒ ι(M) ∈ snβπ

M ∈ snβ =⇒M ∈ snβπ .

β M
βπ βπ
β M

• •

βπ

Λ
[]
〈〉 Λ〈〉 βπ

β

χ : Λ
[]
〈〉 → Λ〈〉 βπ

L− >β K =⇒ χ(L) �+
β χ(K)

L− >π K =⇒ χ(L) �β χ(K)

L,K ∈ Λ
[]
〈〉



β

ψ, χ : Λ
[]
〈〉 → Λ〈〉 χ

βπ ψ(M) �β χ(M) M ∈ Λ
[]
〈〉

ψ(M) ∈ snβ =⇒M ∈ snβπ .

•

M− >βπ N
M =β N M �β N
• M �β N M− >βπ N M �β M

π

M ∈ Λ
[]
〈〉 M ∈ snπ

w : Λ
[]
〈〉 → N

w(x) = 1

w(λx.P ) = w(P )

w(P Q) = 2w(P ) + w(Q)

w(πi(P )) = 2w(P )

w(〈P,Q〉) = w(P ) + w(Q)

w([P | Q]) = w(P ) + w(Q)

M →π N =⇒ w(M) > w(N) w(M) ∈ N

M π
π M

M
βπ

π β β
χ βπ



β χ(M) χ(M) ∈ ∞β

ψ(M) �β χ(M) ∈ ∞β ψ(M) ∈ snβ M ∈ snβπ

βπ

ψ = • χ = •

M Λ
[]
〈〉 K L Λ〈〉 k

k �∈ fv(M)

(M :K){k := L} ≡M : (K{k := L}) .

P,Q ∈ Λ
[]
〈〉

P Q ≡ (λk.P :k)Q− >β (P :k){k := Q} ≡ P :Q

k

M

M Λ
[]
〈〉 K L Λ〈〉

K �+
β L =⇒M :K �+

β M :L .

M

M N Λ
[]
〈〉 K Λ〈〉

(M :K){x := N} �β (M{x := N}) : (K{x := N}) .

M

M{x := N} ≡ λk.(M :k){x := N} �β λk.(M{x := N} :k) ≡M{x := N} .

M,N ∈ Λ
[]
〈〉 K ∈ Λ〈〉

M �β M
M →β N =⇒M :K �+

β N :K



M →π N =⇒M :K ≡ N :K

M

P Q ≡ (λk.P :k)Q− >β (P :k){k := Q} ≡ P :Q

β
π

M ∈ Λ〈〉

ι(M) ∈ snβ =⇒ ι(M) ∈ snβπ

M ≡ λm.M :m
ψ = • χ = •

ι(M) ∈ snβπ =⇒M ∈ snβ

Λ〈〉

ι(M) ∈ snβπ =⇒M ∈ snβ .

ι(M) ∈ snβπ =⇒ ι(M) ∈ snβπκ =⇒ ι(M) ∈ snβκ =⇒M ∈ snβ .

κ
βκ βπκ
ι(M) �κ M

M,N,O ∈ Λ
[]
〈〉 M− >κ N− >βπ O

K ∈ Λ
[]
〈〉 M �+

βπ K �κ O

N

M O

K

−>κ −>βπ

�+
βπ

�κ

M− >κ N
M− >κ N → O



M Λ
[]
〈〉 M ∈ snβπ M ∈ snβπκ

M ∈ ∞βπκ

M ∈ ∞βπ n n ≥ 0
n

βπ

M− >βπ M1− >βπ . . .− >βπ Mn−1− >βπ Mn− >βπκ Mn+1− >βπκ . . . .

n = 0 M ∈ ∞βπκ

n > 0
n− 1 βpπ

M− >βπ M1− >βπ . . .− >βπ Mn−1− >βπκ Mn− >βπκ · · · .

κ

Mn−1− >κ Mn− >κ · · ·

κ N

k ≥ n − 1 Mk− >βπ Mk+1 k − (n − 1)

M− >βπ M1− >βπ · · · − >βπ Mn−1 �+
βπ Mn− >βπκ Mn+1− >βπκ · · · .

n βπ

n β〈〉 n M
M βπ

M βπ
βπκ

M Λ〈〉 ι(M) �κ M

M

M Λ〈〉 ι(M) ∈ snβκ M ∈ snβ

M ∈ ∞β

M

M →β M1 →β M2 →β . . . .



ι(M) �κ M →β M1 →β M2 →β . . .

βκ ι(M)

ι(M) ∈ snβπ

M ∈ snβ

M Λ〈〉 ι(M) ∈ snβπ M ∈ snβ

ι(M) ∈ snβπκ ι(M) ∈ snβκ

M ∈ snβ

M ∈ Λ〈〉 ι(M) ∈ wnβ

M ∈ snβ

ι(M) ∈ snβ

ι(M) ∈ snβπ M ∈
snβ

Λ〈〉

Λ〈〉

Λ〈〉

Fl

Fl

ΛI



ΛK ΛI

ΛK

ΛK

λ

ΛI

ΛI

ΛI

ΛI

8

λ

8





β λ

λ

λ

λ

K

λ



λ


